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Geometrie mit dem Finger

Im Mathematikunterricht stellt Dynami-
sche Mathematiksoftware zur Visuali-
sierung geometrischer Zusammenhange
seit jeher einen festen Bestandteil des
Medieneinsatzes dar.

sketchometry ist eine neuartige dyna-
mische Mathematiksoftware, mit der
interaktive Konstruktionen auf Tablets
oder Smartphones schnell und einfach
erstellt und untersucht werden konnen.
Die innovative Gestenbedienung von
sketchometry verwandelt mobile Gerate
in einen elektronischen ,Skizzenblock®,
der unmittelbar im Klassenzimmer ein-
gesetzt werden kann.

Workshop

Dieser Workshop stellt dir Schritt fir
Schritt das Bedienkonzept und verschie-
dene Einsatzmoglichkeiten von sketcho-
metry im Geometrieunterricht vor. Die
Bearbeitung dauert etwa 90 Minuten.
Verwende fiir die folgenden Beispiele
jeweils eine neue Zeichenflache.

Wahle dazu in der sketchometry-Galerie
das Symbol (] Neu.

Die Galerie erreichst du iiber das ¢
Symbol in der oberen rechten Ecke der
blauen Mentleiste der Zeichenflache.

Skizzenblock

Skizziere mit dem Finger
auf die leere Zeichen-
flache einen Kreis.

O

Sobald du den Finger anhebst, erscheint
der Kreis samt Mittelpunkt.
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Du musstest vorab kein gesondertes
Werkzeug ,Kreis“ wahlen.

Ziehen und Konstruieren
sketchometry kenntzwei Bedienungs-
arten: X Ziehen und Af} Konstruieren.
Diese konnen unabhangig voneinan-
der genutzt werden. Die Bedienungs-
art, die gerade gewahlt ist, wird durch
einen Rahmen hervorgehoben.

Zu Beginn empfiehlt es sich & Ziehen
und Afl Konstruieren getrennt vonein-
ander zu verwenden:

Willst du ein neues Objekt zeichnen,
so aktiviere nur Afl Konstruieren. Da-
durch bewegst du die bestehenden
Objekte nicht versehentlich.
Mochtest du die Lage eines Objekts
verandern, so schalte & Ziehen ein
und Afl Konstruieren aus.

Mit etwas Ubung kannst du spater
beide Bedienungsarten gleichzeitig
nutzen.

sketchometry erkennt die Fingerskizze
(= Geste) automatisch.
Die Lage des Kreises ver-

anderst du mit dem Fin-

ger, indem du entweder “@

an der Kreislinie oder am

Mittelpunkt ziehst.

Die GroRRe eines Kreises veranderst du
mit zwei Fingern: ,Fasse”

dazu die Kreislinie an

zwei Stellen an und be-

wege die Finger aufein-

ander zu bzw. voneinan-

der weg. Diese sogenannte Pinch-Geste
ist vom Zoomen von Fotos am Smart-
phone bekannt.

Erste Erfahrungen konnen mit folgender
Aufgabe gesammelt werden:

Zeichne zwei Kreise und untersuche
die Lagebeziehungen der beiden
Kreise zueinander. Verdndere dazu
Position und GrofSe der Kreise.

Durch Verschieben sowie VergroRern
und Verkleinern der Kreise betrachten
und beschreiben die Schulerinnen und
Schiiler verschiedene Lagebeziehungen.
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Umkreis eines Dreiecks

Das Gestenkonzept von sketchometry
bietet aber noch mehr. Du erzeugst den
Umbkreis eines Dreiecks, indem du die-
sen einfach skizzierst.
Starte mit einem Dreieck
auf einer neuen Zeichen-
flache und zeichne an-
schlieBend eine Kreis-
linie durch die Eckpunkte
des Dreiecks.
sketchometry  erkennt
die Geste und erzeugt
den Umkreis des Drei-
ecks sowie den Mittel-
punkt des Umkreises.
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Die vorherige Auswahl eines Werkzeugs
LJUmkreis” ist nicht erforderlich.

Dieser direkte Weg einen Umkreis zu
erzeugen bietet sich etwa an, wenn die
Konstruktion des Umkreises und seine
Eigenschaften bereits im Unterricht be-
handelt wurden.

Mithilfe dieser Konstruktion lasst sich
beispielsweise folgende Aufgabe bear-
beiten:

Welche besonderen Dreiecksformen
entstehen, wenn der UmRreismittel-
punkt innerhalb oder aufSerhalb des
Dreiecks bzw. auf einer Seite liegt?

Nahe am Objekt

Das Motto von sketchometry lautet
,nhahe am Objekt“. Kreise, Punkte,
Schnittpunkte, Geraden, Strecken
oder auch Dreiecke werden skizziert.
Die Software erkennt diese Gesten
und erzeugt daraus exakte Objekte,
die zudem veranderbar sind.

Dadurch verzichtet sketchometry auf
eine komplexe Menistruktur, was
gerade auf kleinen Bildschirmen von
Vorteil ist.

Uberlegungsfiguren und Konstruk-
tionen entstehen am Smartphone,
Tablet oder an der elektronischen
Tafel auf diesem Weg sehr schnell
und konnen unmittelbar untersucht
werden.



Mittelsenkrechte und Umkreis
Offne eine neue Zeichenflaiche und de-

aktiviere W Ziehen. Setze auf die Zei-
chenflache zwei Punkte A und B und
verbinde diese durch

mit dem Finger beriihrt,
d.h. markiert werden.

eine Strecke: Achte dar- o
auf, dass beide Punkte

Dies wird durch graue Ringe um die
Punkte angezeigt.

Konstruiere nun die Mittelsenkrechte

als Menge aller Punkte, welche von den

beiden gegeben Punkten gleich weit ent-

fernt sind:

Dazu erzeugst du zwei Kreise. Der erste

Kreis mit Mittelpunkt A verlauft durch

Punkt B und der zweite Kreis besitzt den

Mittelpunkt B, wobei seine Kreislinie

durch A geht.

sketchometry stellt eine passende Geste

zur Verfligung. & Ziehen ist wieder de-

aktiviert.

Starte mit dem ersten

Kreis mit Mittelpunkt A. A

Die passende Kreis-Geste o

besteht aus zwei Teilen, %

die ohne Unterbrechung

skizziert werden mussen:

1. Beginne mit der Geste kurz vor Punkt A
und bewege den Finger bis liber Punkt
B hinaus. Du gibst damit den Radius
des Kreises an (vgl. Strecken-Geste).

2.Deute nun ohne abzusetzen einen
Viertelkreis an.

Kreis (Mittelpunkt - Punkt)

sketchometry erkennt dies als Geste
Kreis (Mittelpunkt — Punkt) und erzeugt
den Kreis.

Der Kreis um B durch A entsteht analog.
Im nachsten Schritt tippst du die beiden

Schnittstellen der Kreise nacheinander
an und die Schnittpunkte erscheinen.
Zum Schluss skizzierst

du eine Gerade durch die o
Schnittpunkte, die Mittel-
senkrechte.
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Gegebenenfalls kannst du noch den
Schnittpunkt der Strecke mit der Mittel-
senkrechten erzeugen, welcher die Stre-
cke halbiert.

Blende abschlieBend die ,Hilfsobjek-
te“ (hier die beiden Kreise und deren
Schnittpunkte) mit dem <& Verstecken-
Werkzeug aus. Die Konstruktion der Mit-
telsenkrechten ist somit abgeschlossen.
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Um den Mittelpunkt des Umkreises eines
Dreiecks zu erhalten, musstest du diese
Konstruktion an mindestens zwei Drei-
ecksseiten durchfiihren. Das ist ziemlich
aufwendig.

Objekte verstecken

Aktiviere das Werkzeug & Verstecken.
Tippe nacheinander die Objekte an,
die du verbergen mochtest. Sie wer-
den etwas blasser dargestellt.

Sobald du auf X in der blauen Menii-
leiste klickst, verschwinden die ver-
steckten Objekte vollstandig (sind
aber intern noch vorhanden).
Mochtest du ein Objekt wieder anzei-
gen, aktiviere erneut & Verstecken.
Die versteckten Objekte erscheinen
wieder blass angedeutet. Tippe auf
das Objekt, das du wieder anzeigen
mochtest. Es wird wieder normal dar-
gestellt. Tippe schlieBlich erneut auf
das X.

Nutze daher sketchometry-Gesten und
nimm dabei das Wort Mittelsenkrechte
wortlich, Mitte und Senkrechte.

Erzeuge zunachst in einer neuen Zei-
chenflache ein Dreieck und dann die
Mitte zwischen zwei Eckpunkten, also
den Mittelpunkt einer Seite.
Die Geste Mittelpunkt
sieht aus wie eine
Schleife. Markiere beim o
Skizzieren der Geste die
beiden Endpunkte der
Dreiecksseite.

Mittelpunkt

Im nachsten Schritt zeichnest du eine
Senkrechte zur Dreiecksseite durch die-
sen Mittelpunkt. Natlirlich wieder mit
einer Geste:

Du deutest die Senk-
rechte einfach durch ei-
nen rechten Winkel als _ ¢ @
grolRes L an. Achte beim

Zeichnen der Geste dar-

auf, dass du am Gestenknick den Mittel-
punkt markierst (grauer Ring).

Ae

Be
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Diese beiden Schritte wiederholst du
fur die beiden verbleibenden Dreiecks-
seiten.



Die drei Mittelsenkrechten schneiden
sich in einem Punkt. Auf eine Begriin-
dung dieser Schnitteigenschaft darf im
Unterricht nicht verzichtet werden:

Alle Punkte auf der ersten Mittel-
senkrechten sind gleich weit von
A und B entfernt, alle Punkte auf
der zweiten Mittelsenkrechten sind
gleich weit von B und C entfernt.
Daher gilt fiir den Schnittpunkt der
beiden Mittelsenkrechten, dass die-
ser von A, B und C gleich weit ent-
fernt ist und so auf der dritten Mit-
telsenkrechten liegen muss.

Fast am Ziel, musst du nur noch den
Schnittpunkt und den Umkreis hinzu-
fligen. Tippe die Schnittstelle der drei
Mittelsenkrechten an.

Zunachst erscheint noch kein Schnitt-
punkt. sketchometry prasentiert eine
Liste mit verschiedenen Schnittmoglich-
keiten.
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Markiere Schnittpunkt
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Gerade n Gerade.

Gerade n Gerade

Gerade n Gerade

Wahle eine davon durch Antippen aus.
Der Mittelsenkrechtenschnittpunkt er-
scheint.

Schnitt von mehr als zwei Objekten
Ein Schnittpunkt ist aufgrund der Lage
von zwei Objekten (Geraden, Kreise)
bereits eindeutig festgelegt.

Liegen an der betreffenden Stelle je-
doch drei oder mehr Objekte, fragt
sketchometry nach und zeigt eine
Liste der moglichen Schnitte zweier
Objekte an.

Eine der Schnittmoglichkeiten kann
durch Antippen des entsprechenden
Listeneintrags ausgewahlt werden.
Bleibt der Finger auf dem Listen-
eintrag liegen, werden die beiden
Schnittobjekte auf der Zeichenflache
optisch hervorgehoben. Wird der Fin-
ger auf einen anderen Listeneintrag
bewegt, so werden die beiden neuen
Schnittobjekte hervorgehoben. Erst
beim Anheben des Fingers wird der
entsprechende Schnittpunkt erzeugt.

Hintergrund

Das skizzenhafte Andeuten von Ob-
jekten, ein Kreis wird als solcher
skizziert, ebenso eine Gerade oder
ein Dreieck, stellt einen engen Bezug
zwischen seiner Entstehung und dem
fertigen Objekt her. Im Vergleich zu
herkommlicher Geometriesoftware,
bei der beispielsweise zum Erzeu-
gen eines Kreises etwa der Mittel-
punkt und ein Punkt auf der Kreislinie
separat gewahlt werden missen, er-
laubt sketchometry diese direkte
Vorgehensweise.

Dem Einsatz des Fingers kommt hier
eine entscheidende Rolle zu. In ak-
tuellen Untersuchungen wurde der
Bedeutung des Fingers beim Beriih-
ren von Lernobjekten (auch bei Ab-
bildungen) eine besondere Wirkung
zugeschrieben. Es werden durch das
zusatzliche Zeigen oder auch Nach-
fahren von Lerngegenstanden grofRe-
re Hirnareale aktiviert, was zu einer
besseren Verankerung von Lernin-
halten flhrt. sketchometry nutzt die-
ses Prinzip konsequent aus.

AbschlieBend  erzeugst
du den Umkreis mithilfe A

der bereits bekannten o

Geste Kreis (Mittelpunkt %
- Punkt).

Fertig ist die Konstruktion. Das Ergeb-
nis entspricht dem des ersten Beispiels
mit der Kreis-Geste durch die drei Eck-
punkte.

=

Abhangig vom Vorwissen der Schiilerin-
nen und Schuler wird entweder das Ges-
tenwerkzeug Kreis (durch drei Punkte)
oder das schrittweise Vorgehen gewahlt.

Inkreis eines Dreiecks

Der Umkreis verlauft durch die Eckpunk-
te eines Dreiecks, das Dreieck liegt im
Inneren des Kreises.
Perspektivenwechsel: Im nachsten Bei-
spiel steht nun der Inkreis im Vorder-
grund, der die drei Seiten des Dreiecks
von innen beriihrt. Im Unterricht kann
folgende Frage gestellt werden:

Gibt es einen Kreis, der alle drei Drei-
ecksseiten von innen bertihrt?

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen
diese Frage analog dem hier dargestell-
ten Vorgehen erkunden:

Zeichne ein Dreieck und einen Kreis.
Positioniere den Kreis mit zwei Fingern
so, dass er die drei Seiten des Dreiecks
berlhrt.
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Dies ist natiirlich keine Konstruktion.
Hier wird sketchometry wieder als Skiz-
zenwerkzeug eingesetzt.

Verandere das Dreieck und positioniere
den Kreis erneut. Es wird immer einen
Kreis geben, der die gewiinschte Eigen-
schaft besitzt.

Die Konstruktion des Inkreises wird nun
schrittweise entwickelt. Betrachte in ei-
ner neuen Zeichenflache zunachst nur
zwei Geraden, die sich schneiden, und
markiere den Schnittpunkt.

Zeichne Kreise mit unterschiedlichen
Radien und positioniere diese so, dass
sie beide Geraden beriihren (in demsel-
ben Winkelfeld).

A M © @ Messen = Eigensch. ()
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Zeichne eine Gerade, die durch den
Schnittpunkt der beiden Geraden und
einen der Kreismittelpunkte verlauft.

» Was stellst du fest?

» Welche Eigenschaft hat diese
Gerade beziiglich der beiden Aus-
gangsgeraden?

» Begriinde deine Vermutung!

Mit diesen Uberlegungen wird die Be-
deutung der Winkelhalbierenden fur die
Konstruktion des Inkreises deutlich.



Um die Konstruktion des Inkreises eines
Dreiecks zu erleichtern, gibt es eine pas-
sende Geste zur Erzeugung der Winkel-
halbierenden. Diese sieht aus wie der
Buchstabe W (wie Winkelhalbierende).
GemaR dem sketchometry-Motto ,nahe
am Objekt” markierst du beim Zeichnen
der Geste zunachst den ersten Schenkel
des Winkels, dann den
Bereich in dem die Win- \
kelhalbierende liegt und %
schlieBlich den zweiten /‘
Schenkel.

Erzeuge in einer neuen Zeichenflache
ein Dreieck und eine Winkelhalbierende.
Deaktiviere hierzu & Ziehen.

Winkelhalbierende
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Auf der Winkelhalbierenden liegen nun
die Punkte, die von den entsprechenden
Dreiecksseiten gleich weit entfernt sind.
Fuge die Winkelhalbierenden der beiden
anderen Winkel hinzu.

Auch hier kann - wie bei den Mittelsenk-
rechten — argumentiert und gezeigt wer-
den, dass sich die Winkelhalbierenden
in einem Punkt schneiden. Dieser Punkt
hat von allen drei Seiten den gleichen
Abstand.

Jetzt benotigst du zum Zeichnen des In-
kreises nur noch dessen Radius. Verwen-
de dazu die bereits bekannte Senkrech-
ten-Geste mit einer kleinen Variation:
Deaktiviere & Ziehen. Beginne die Geste
direkt auf dem Punkt und

nicht schon davor. |
Zusatzlich zu der Lot- _ @
strecke erzeugt sketcho-

metry auch den dazuge-

horigen LotfuBpunkt.

Gleiter und abhangige Punkte

Tippst du mit dem Finger auf eine lee-
re Stelle der Zeichenflache, entsteht
ein freier Punkt, den du beliebig ver-
schieben kannst. sketchometry stellt
diesen Punkt rot dar.

Befindet sich an der Stelle jedoch be-
reits ein Objekt (Gerade, Strecke, Kur-
Ve, ...), S0 erzeugt sketchometry einen
sogenannten Gleiter. Diesen kannst
du entlang der Objektlinie bewegen.
Gleiter werden orange dargestellt.
Tippst du auf eine Stelle, an der sich
zwei Objekte schneiden, so entsteht
ein Schnittpunkt. Diesen kannst du
nicht direkt bewegen. Er wird daher
grau angezeigt. Auch der LotfuBpunkt
wird grau dargestellt, da er als ab-
hangiger Punkt nicht bewegt werden
kann.
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Jetzt fehlt nur noch der Inkreis, den du
mit der Kreis (Mittelpunkt - Punkt)-Geste
erzeugst.

Fertig ist die Inkreiskonstruktion.
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Ein anderer Blickwinkel: Tangenten

Der Inkreis beriihrt alle drei Seiten eines
gegebenen Dreiecks. Wie sieht die Situa-
tion aus, wenn der Kreis gegeben ist und
ein Dreieck gesucht wird, dessen Seiten
den Kreis beriihren?

Zeichne dazu einen Kreis in eine neue
Zeichenflache. Da die Seiten des Drei-
ecks den Kreis beriihren sollen, miissen
sie Tangenten an den Kreis sein.

Fur die Konstruktion einer Tangente
werden nun zwei Varianten betrachtet:

Fir die erste Variante kennst du bereits

alle erforderlichen Gesten:

» Setze einen Punkt auf die Kreislinie.
Er erscheint als Gleiter, der nur ent-
lang der Kreislinie beweglich ist.

» Zeichne den Radius des Kreises als
Strecke vom Mittelpunkt bis zu diesem
Gleiter.

» Erzeuge die Tangen-
te mit der bekannten
Geste fiir die Senk-
rechte. Achte darauf,
dass du den Gleiter

-

beim Gestenknick markierst.
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Die zweite Variante mit einer einzigen
Geste ist wesentlich eleganter:

Skizziere jetzt an die

Kreislinie ein groRes T.

Die Form des Buchsta- @
ben T gibt die Tangenten-

richtung und zusatzlich

die dazu senkrechte Radiusrichtung an.

Die Geste ist zudem einfach zu merken:
T wie Tangente.

Sie funktioniert Ubrigens auch bei Funk-
tionsgraphen und Kurven. Zusammen
mit der Tangente erzeugt sketchometry
den Beriihrpunkt als Gleiter.

Nachdem du die drei Tangenten an den
Kreis hinzugefligt hast, markiere die
Schnittpunkte der drei Tangenten. Zeich-
ne abschliefend ein Dreieck durch die
drei Schnittpunkte, um die Flache farb-
lich hervorzuheben.

Der urspriingliche Kreis ist nun der In-
kreis der Dreiecks. Verandere die Lage
der Beriihrpunkte und beobachte die
Konstruktion.
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Variationen

Positioniere die drei Gleiter (Beriihr-
punkte) nun so, dass sie nur in einer
Halfte der Kreislinie liegen.
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Was passiert? Und vor allem warum?
Es entsteht ein so genannter Ankreis, der
Anlass zu weiteren Fragestellungen gibt:

» Wie kRann ein Ankreis konstruiert
werden?

» Wieviele Ankreise hat ein Dreieck?

» Welcher Zusammenhang besteht
zwischen dem InRreis und den An-
kreisen eines Dreiecks?

Diese Fragen bilden beispielsweise die
Grundlage fuir eine Differenzierung im
Unterricht. Inhaltlich ist die Vorgehens-
weise bei den Ankreisen an die beim
Inkreis angelehnt, jedoch etwas an-
spruchsvoller.

Tangentenvierecke

Eine weitere Variation entsteht, wenn du
statt der drei Tangenten vier Tangenten
an den Kreis zeichnest. Erzeuge durch
die Schnittpunkte der Tangenten ein
Viereck, genauer gesagt ein so genann-
tes Tangentenviereck.

» Verdndere das VierecR so, dass du
ein Quadrat bzw. eine Raute er-
haltst.

» Gibt es weitere besondere Vier-
ecksformen, die auf diese Weise
entstehen?

» Begriinde, warum du kein Recht-
eck erzeugen kRannst?

» Gibt es Vierecke, die sowohl einen
InRreis als auch einen UmRreis be-
sitzen?

Wechsele auch hier die
Perspektive. Gib in einer
neuen Zeichenflache ein
Viereck vor, indem du
dieses skizzierst.

Zeichne zusatzlich einen Kreis und ver-
suche diesen so zu positionieren, dass
er alle vier Seiten des Vierecks beriihrt.
Im Vergleich zum Dreieck gibt es nicht
immer eine Losung. Daher ist es auch
hier sinnvoll im Unterricht verschiedene
Vierecksformen zu untersuchen.
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Der Kreis muss immer wieder neu posi-
tioniert werden. Die Schiilerinnen und
Schiiler begriinden ihre Beobachtungen.
Hier wird sketchometry wieder zum Skiz-
zenwerkzeug.

Messen
Zum Abschluss gibt dieser Workshop
einen kurzen Ausblick auf das Werk-
zeug @ Messen. Damit misst du Langen,
Flachen oder auch Winkel.
Erzeuge ein Dreieck und markiere des-
sen Innenwinkel. Wie? Genauso wie an
der Tafel.
Skizziere beginnend am
ersten Schenkel des Win- >
kels einen Bogen biszum -
zweiten Schenkel. Achte %
darauf, dass sketcho-
metry Winkel immer gegen den Uhrzei-
gersinn behandelt. Flige auch die beiden
anderen Innenwinkel hinzu.
Weitere Informationen
Auf sketchometry.org stehen Gesten-
ubersichten, Anleitungen, druckbare

Arbeitsblatter und vieles mehr zum
kostenlosen Download bereit.

Winkel messen

Sobald du einen Winkel gezeichnet hast,
kannst du dessen GroRBe auch messen.
Aktiviere dazu das Werkzeug & Messen
und tippe auf den Bogen des Winkels.
Befinden sich an der Stelle, die du an-
tippst mehrere Objekte, die gemessen
werden konnen, 6ffnet sketchometry zu-
nachst eine Auswabhlliste:

Wahle aus der Liste den Winkel aus (hier
im Beispiel a). AnschlieBend erscheint
unterhalb der Meniileiste die Messung
als Vorschau grau hinterlegt.

1. Wahle das/die zu messende/n Objekt/e aus. 2. Markiere eine Stelle auf der Zeichenflache

2um Platzieren des Textes.

Tippe abschlieBend auf eine freie Stelle
der Zeichenflache, um die Messung zu
platzieren.
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Langen und Flachen misst du genauso:

» Aktiviere @ Messen.

» Tippe auf das zu messende Objekt und
wahle dieses ggf. aus der Auswabhlliste
aus. Die Vorschau erscheint.

> Platziere die Messung auf der Zeichen-
flache.

» Deaktiviere & Messen mit X.

Sobald du die Lage oder die GroRe eines

gemessenen Objektes veranderst, passt

sich die Messung automatisch an.
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